
1. Êàêèå êîýôôèöèåíòû áóäóò ïðè ab9 è a8b2 â ìíîãî÷ëåíå (a + b)10 ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê
è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ?
2. Íàéòè êîýôôèöèåíò ïðè ab2c3 â ìíîãî÷ëåíå (a + b + c)6.
3. Íàéòè íàèáîëüøèé êîýôôèöèåíò â ìíîãî÷ëåíå (a + b)10.
(Ïðîäîëæåíèå) Íàéòè ñóììó âñåõ åãî êîýôôèöèåíòîâ.
4. Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè a2 − b2, a3 − b3, a4 − b4, a5 − b5, a6 − b6.
5. Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè a3 + b3, a4 + b4, a5 + b5, a6 + b6.
6. Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè (x + y)10 − z12

7. Ïåðåìíîæèòü (1− x)(1 + x + x2 + x3 + . . . + x19).
8. Íàéòè (1 + x + x2 + x3 + . . . + x19) ïðè x = 3.
9. Äîêàçàòü, ÷òî x2 + x + 1 > 0 ïðè ëþáîì x.
10. Äîêàçàòü, ÷òî x2 + xy + y2 = 0, òîëüêî åñëè x = 0 è y = 0.
11. Íàéòè íàèáîëüøèé êîýôôèöèåíò â ìíîãî÷ëåíå (a + 2b)10.
(Ïðîäîëæåíèå) Íàéòè ñóììó âñåõ åãî êîýôôèöèåíòîâ.
12. Íàéòè ñóììó âñåõ êîýôôèöèåíòîâ â (a + b− c)10.
(Ïðîäîëæåíèå) Íàéòè ñóììó êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäíî÷ëåíàõ, íå ñîäåðæàùèõ a.
(Ïðîäîëæåíèå) Íàéòè ñóììó êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäíî÷ëåíàõ, ñîäåðæàùèõ b.
13. Ïåðåìíîæèòü (1− x)2(1 + 2x + 3x2 + 4x3 + . . . + 20x19).
14. Íàéòè (1 + 2x + 32 + 4x3 + . . . + 20x19) ïðè x = 2
15. Ìîæåò ëè x2 + 5xy + 7y2 áûòü îòðèöàòåëüíûì?
16. Ìîæåò ëè 2x2 + 5xy + 3y2 áûòü îòðèöàòåëüíûì?
17. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí x2y2 + x2− 2xy + 1 ïîëîæèòåëåí ïðè ëþáûõ x è y. Ìîæåò ëè îí

áûòü ìåíüøå 0,001?
18. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x + y + z = 0, òî x3 + y3 + z3 − 3xyz = 0.
(Ïðîäîëæåíèå) Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåí x3 + y3 + z3 − 3xyz.
19. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x3 + y3 + z3 = 3xyz, òî ëèáî âñå ÷èñëà x, y è z ðàâíû, ëèáî èõ ñóììà

ðàâíà íóëþ.
20.Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåí x5 + x + 1.
21. Ìîæíî ëè ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåí x2 + y2 − 1 (íè îäèí èç ìíîæèòåëåé íå

äîëæåí áûòü êîíñòàíòîé)?
22. Ìîæåò ëè â ïðîèçâåäåíèè äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ áûòü ìåíüøå îäíî÷ëåíîâ, ÷åì â êàæäîì èç

íèõ? (Ïîäîáíûå ÷ëåíû ñ÷èòàþòñÿ çà îäèí.)

1.Ìíîãî÷ëåí P (x) èìååò ñòåïåíü 5, à ìíîãî÷ëåí Q(x) èìååò ñòåïåíü 7. ×òî ìîæíî ñêàçàòü
ïðî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ P (x) + Q(x) è P (x)Q(x)?
2. Òîò æå âîïðîñ, åñëè ñòåïåíè îáîèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíû 7.
3.Ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) èìåþò ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû 5 è 7. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî

ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ P (x) + Q(x) è P (x)Q(x)?
4. Ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) èìåþò ñâîáîäíûå ÷ëåíû 5 è 7. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ñâîáîäíûå

÷ëåíû ìíîãî÷ëåíîâ P (x) + Q(x) è P (x)Q(x)?
5. Êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ P (x) è Q(x) ñîäåðæèò ïî äâà (íåíóëåâûõ) ÷ëåíà. Ñêîëüêî

íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ ìîæåò áûòü â èõ ïðîèçâåäåíèè? Óêàçàòü âñå âàðèàíòû.
7. ×èñëî P (0) � ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà P . Çàïèñàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñóììó

êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà P .
8. Ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà P (x) ðàâíà 5, à ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà Q(x)

ðàâíà 7. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ñóììó êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ P (x) + Q(x) è P (x)Q(x)?
9. Ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí P (x) óìíîæèëè íà x − 1. Ìîãóò ëè ó ïðîèçâåäåíèÿ âñå

êîýôôèöèåíòû áûòü ïîëîæèòåëüíû?
10. Ó ìíîãî÷ëåíà P (x) ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ïðè ÷¼òíûõ ñòåïåíÿõ ðàâíà ñóììå

êîýôôèöèåíòîâ ïðè íå÷¼òíûõ ñòåïåíÿõ. Ìíîãî÷ëåí Q(x) òàêæå îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì.
Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíåíî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ P (x) + Q(x) è P (x)Q(x)?
À åñëè ïðî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Q íè÷åãî íå èçâåñòíî?
10. Íàéòè ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè, èìåþùèé êîðíè 1 è 2.
11. Íàéòè ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè, èìåþùèé êîðíè 1, 2 è 3.



12. ×èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) = x3 + ax2 + bx + 1 èìååò êîðåíü 2. Íàéòè îäèí
èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x3 + bx2 + ax + 1.
13. Äîêàçàòü, ÷òî êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ax2 + bx + c = 0 ïðè a 6= 0 è c 6= 0 ìîæíî

íàéòè ïî ôîðìóëå
x12 =

2c

−b±√b2 − 4ac

Ïðèìåíèìà ëè ýòà ôîðìóëà, åñëè îäíî èç ÷èñåë a è c ðàâíî íóëþ?
14. Íàéòè ìíîãî÷ëåí P (x), äëÿ êîòîðîãî P (n + 1)−P (n) = n ïðè âñåõ n. Êàê ñ åãî ïîìîùüþ

âû÷èñëèòü ñóììó 1 + 2 + 3 + . . . + n?
15. Íàéòè ìíîãî÷ëåí P (x), äëÿ êîòîðîãî P (x + 1)− P (x) = x2.
16. Âû÷èñëèòü ñóììó 12 + 22 + 32 + . . . + n2.
17. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (Q(x)) ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé ïîëó÷èòñÿ, åñëè â P (x) âìåñòî x ïîäñòàâèòü

Q(x). (Íàïðèìåð, åñëè P (x) = x2, à Q(x) = x + 1, òî P (Q(x)) = (x + 1)2 = x2 + 2x + 1, à
Q(P (x)) = x2 + 1. Êàêîâû ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ P (Q(x)) è Q(P (x)), åñëè ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ
P (x) è Q(x) ðàâíû m è n?
18. Ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) èìåþò öåëûå êîýôôèöèåíòû, ïðè÷¼ì êàæäûé èç íèõ èìååò õîòÿ

áû îäèí íå÷¼òíûé êîýôôèöèåíò. Äîêàçàòü, ÷òî ó ïðîèçâåäåíèÿ P (x)Q(x) òàêæå åñòü õîòÿ áû
îäèí íå÷¼òíûé êîýôôèöèåíò.
19. Íàéòè êîýôôèöèåíòû ïðè x2, x è 1 (ñâîáîäíûé ÷ëåí) ìíîãî÷ëåíà

(. . . ((x− 2)2 − 2)2 − . . .− 2)2

(10 ñêîáîê).
20. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîèçâåäåíèè (1− x + x2− x3 + . . . + x10)(1 + x + x2 + x3 + . . . + x10) ïîñëå

ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ íå îñòàíåòñÿ íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé x.
21. Âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà � öåëûå ÷èñëà â äèàïàçîíå îò −9 äî 9. Äîêàçàòü, ÷òî îí

íå ìîæåò èìåòü êîðíÿ, áîëüøåãî 10.
22. Ìíîãî÷ëåí P (x) ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî åãî ñòåïåíü

÷¼òíà.
23. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P (0), P (1), P (2) . . .

åãî çíà÷åíèé â öåëûõ òî÷êàõ. P (x). Ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçíîñòåé, íàïèñàâ ïîä
êàæäûìè äâóìÿ ÷èñëàìè èõ ðàçíîñòü (ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P (1) − P (0), P (2) −
P (1), . . . ). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âòîðûõ ðàçíîñòåé è ò. ï.
Äîêàçàòü, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç îäíèõ íóëåé.
24. Äîêàçàòü òîæäåñòâî P (x)− 2P (x+1)+P (x+2) = 0. äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ïåðâîé

ñòåïåíè.
25. Äîêàçàòü òîæäåñòâî P (x)−3P (x+1)+3P (x+2)−P (x+3) = 0. äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P (x)

ñòåïåíè íå âûøå 2.
26. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå òîæäåñòâî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ á�îëüøèõ ñòåïåíåé.

Äåëåíèå ñ îñòàòêîì
Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíûå äðîáè ñ îäíîé ïåðåìåííîé, òî åñòü îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

P (x)/Q(x). Êàê è îáû÷íûå äðîáè, îíè äåëÿòñÿ íà ïðàâèëüíûå è íåïðàâèëüíûå. Ïðàâèëüíûìè
ñ÷èòàþòñÿ òå, ó êîòîðûõ ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ, íåïðàâèëüíûìè �
îñòàëüíûå.

Íåïðàâèëüíóþ äðîáü ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ñóììó ìíîãî÷ëåíà è ïðàâèëüíîé äðîáè.
Íàïðèìåð,

x2

x− 1
=

x2 − 1

x− 1
+

1

x− 1
= x + 1 +

1

x− 1

1. Âûïîëíèòü òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ äðîáè x2/(x− 2).
. . .äëÿ äðîáè x3/(x− 1).
. . .äëÿ äðîáè x4/(x− 1).
. . .äëÿ äðîáè x4/(x + 1).
. . .äëÿ äðîáè x4/(x + 2).
. . .äëÿ äðîáè x3/(x2 − 1).



. . .äëÿ äðîáè x3/(x2 + x).

. . .äëÿ äðîáè x3/(2x + 3).

. . .äëÿ äðîáè x10/(x + 2).

. . .äëÿ äðîáè x10/(x2 + 2).
2. Ñòåïåíü äåëèìîãî ðàâíà 100, ñòåïåíü äåëèòåëÿ ðàâíà 43. Êàêèìè ìîãóò áûòü ñòåïåíè

÷àñòíîãî è îñòàòêà?
3. Êàê èçìåíÿòñÿ ÷àñòíîå è îñòàòîê, åñëè äåëèìîå è äåëèòåëü óìíîæèòü íà (x− 1)?
4. Äîêàçàòü, ÷òî äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì âñåãäà âûïîëíèìî, è ïðèòîì åäèíñòâåííûì

îáðàçîì.
5. Êàêîé îñòàòîê ïîëó÷èòñÿ, åñëè äåëèòü x1000 − 1 íà x17 − 1?
6. Ìíîãî÷ëåí P (x) äà¼ò îñòàòîê x + 7 ïðè äåëåíèè íà x2 − 1. Êàêîé îñòàòîê äàñò îí ïðè

äåëåíèè íà x + 1?
7. Ïðè êàêèõ n è k ìíîãî÷ëåí xn − 1 äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí xk − 1 áåç îñòàòêà?
8. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ (x2 + x + 1)100 íà x2 + 1.
9. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ x57 íà x4 + x3 + x2 + x + 1.
10. Ïðèäóìàòü ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé ïðè äåëåíèè íà x2 + 1 äà¼ò îñòàòîê x + 1, à ïðè äåëåíèè

íà x2 + 2 äà¼ò îñòàòîê x− 1.
11. Âñå êîýôôèöèåíòû äåëèìîãî è äåëèòåëÿ � öåëûå. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî âñå

êîýôôèöèåíòû ÷àñòíîãî è îñòàòêà � öåëûå?
12. Âñå êîýôôèöèåíòû äåëèìîãî è äåëèòåëÿ � ðàöèîíàëüíûå. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî

âñå êîýôôèöèåíòû ÷àñòíîãî è îñòàòêà � ðàöèîíàëüíûå?
13. Ïðè äåëåíèè ìíîãî÷ëåíà P (x) íà x2 − 1 áûë ïîëó÷åí îñòàòîê x + 1, à ïðè äåëåíèè

ìíîãî÷ëåíà Q(x) � îñòàòîê x − 1. Êàêîé îñòàòîê áóäåò ïðè äåëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ P (x) + Q(x)
è P (x)Q(x) ïðè äåëåíèè íà x2 − 1?
14. Ïðè äåëåíèè ìíîãî÷ëåíà P (x) íà x2 +1 ïîëó÷èëñÿ îñòàòîê a+bx (çäåñü a è b � íåêîòîðûå

÷èñëà); ïðè äåëåíèè Q(x) ïîëó÷èëñÿ îñòàòîê c+ dx. Êàêîé îñòàòîê áóäåò ïðè äåëåíèè íà x2 +1
ìíîãî÷ëåíîâ P (x) + Q(x) è P (x)Q(x)?
15. Äåëèòñÿ ëè ìíîãî÷ëåí x100 + 3x70 − 5 íà ìíîãî÷ëåí x5 + x3 − 2 áåç îñòàòêà?

1. Äîêàçàòü, ÷òî îñòàòîê ïðè äåëåíèè ìíîãî÷ëåíà P (x) íà äâó÷ëåí x− a (ãäå a � íåêîòîðîå
÷èñëî), ðàâåí P (a).
2. Êàê âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n ñ çàäàííûìè êîýôôèöèåíòàìè â çàäàííîé

òî÷êå x, ñäåëàâ íå áîëåå n îïåðàöèé óìíîæåíèÿ?
3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) äåëèòñÿ íàöåëî íà äâó÷ëåí x−a (çäåñü a � íåêîòîðîå ÷èñëî)

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà a � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P , òî åñòü êîãäà P (a) = 0.
4. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà a è b ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà P (x), ïðè÷¼ì a 6= b. Äîêàçàòü,

÷òî P (x) äåëèòñÿ íà (x− a)(x− b).
5. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íå ìîæåò èìåòü áîëåå n ðàçëè÷íûõ êîðíåé.
6. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) äà¼ò ïðè äåëåíèè íà (x − 1) îñòàòîê 3, à ïðè äåëåíèè íà

(x + 1) � îñòàòîê 5. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ P (x) íà (x2 − 1).
7. Íàéòè ÷èñëà a è b, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí x100 + x99 + ax + b äåëèòñÿ íà x2 − 1.
8. Ãðàôèê ìíîãî÷ëåíà P (x) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí

P (x) íå ñîäåðæèò íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé (êîýôôèöèåíòû ïðè íèõ ðàâíû 0).
9.Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, íå ñîäåðæàùèõ

÷¼òíûõ ñòåïåíåé.
10. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìîãóò èìåòü ãðàôèêè y = P (x) è y = Q(x),

åñëè ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ P è Q ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî p è q?
11. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìîãóò èìåòü ãðàôèêè y = P (x) è x = Q(y),

åñëè ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ P è Q ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî p è q?
12. Íàéòè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí èìååò êîðíè 1 è 2, à ñòàðøèé

êîýôôèöèåíò è ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâíû 1.
13. Äîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç ëþáûå òðè òî÷êè ñ ðàçëè÷íûìè àáñöèññàìè ïðîõîäèò åäèíñòâåííûé

ãðàôèê êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà (y = ax2 + bx + c; ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìîæåò áûòü ðàâåí 0).
14. Ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü 1 + i.

Äîêàçàòü, ÷òî îí äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí x2 − 2x + 2.



15. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû x5 + 5x + 2 è x5 + 3x− 3 íå èìåþò îáùèõ êîðíåé.
16. Ìíîãî÷ëåíû x4 + 4x3− x2− 2x− 5 è x4 + 5x3 + 3x2− 4x− 10 èìåþò îáùèé êîðåíü. Íàéòè

åãî.
Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) êîðíåì êðàòíîñòè íå ìåíåå k, åñëè P (x)

äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà (x− a)k. Ìàêñèìàëüíîå òàêîå k íàçûâàþò êðàòíîñòüþ êîðíÿ.
17. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè íå ìåíåå

2, à ÷èñëî β ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, òî P (x) äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà (x − α)2(x − β). [Ðåøåíèå ýòîé
è ñëåäóþùåé çàäà÷ óïðîùàåòñÿ, åñëè ïîëüçîâàòüñÿ îäíîçíà÷íîñòüþ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, íî ìîæíî áåç ýòîãî îáîéòèñü.]
18. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè íå ìåíåå k,

à ÷èñëî β ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè íå ìåíåå l, òî P (x) äåëèòñÿ íà (x− α)k(x− β)l.
19. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà, åñëè êàæäûé ñ÷èòàòü ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî

êðàòíîñòü, íå ïðåâîñõîäèò ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà.
20. Ìíîãî÷ëåí P (x) = x2 + px + q èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ α è β.
Âûðàçèòü p è q ÷åðåç ýòè êîðíè (ôîðìóëû Âèåòà äëÿ êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà).
21. Ñîñòàâèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, êîðíÿìè êîòîðîãî áûëè áû ÷èñëà α2 è β2.
22. Ìíîãî÷ëåí P (x) = x3 + px2 + qx + r èìååò òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ α, β è γ.
Âûðàçèòü p, q è r ÷åðåç ýòè êîðíè (ôîðìóëû Âèåòà).
Âûðàçèòü α2 + β2 + γ2 ÷åðåç p, q è r.
Ñîñòàâèòü êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîðíÿìè êîòîðîãî áûëè áû ÷èñëà α2, β2 è γ2.
23. Ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ãðàôèê y = x3 â òð¼õ òî÷êàõ. Äâå èç íèõ èìåþò àáñöèññû a è b. Íàéòè

àáñöèññó òðåòüåé òî÷êè. (Êàê ñäåëàòü ýòî ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Âèåòà?)
24. Êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå x3 + px2 + qx + r = 0 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò òðè êîðíÿ

α, β è γ. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî αn + βn + γn � öåëîå ïðè ëþáîì n = 1, 2, 3, . . ..
25. Êàê âûãëÿäÿò ôîðìóëû Âèåòà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ âûñøèõ ñòåïåíåé?
26. Îñòàòêè îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) íà (x − a), (x − b) è (x − c) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

a2, b2 è c2. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íà (x− a)(x− b)(x− c).
27. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå 3 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

a + b(x− 1) + c(x− 1)2 + d(x− 1)3

28. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå 3 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
a + b(x− 1) + c(x− 1)(x− 2) + d(x− 1)(x− 2)(x− 3).
29. Óêàçàòü ìíîãî÷ëåí P (x), äëÿ êîòîðîãî P (1) = P (2) = P (3) = 0 è P (4) = 1. Êàêîâà

íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñòåïåíü òàêîãî ìíîãî÷ëåíà?
30. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c, d ìîæíî íàéòè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå 3, äëÿ

êîòîðîãî P (0) = a, P (1) = b, P (2) = c è P (3) = d.
31. Ïóñòü x1, . . . , xn � ðàçëè÷íûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë y1, . . . , yn ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè ìåíüøå n, äëÿ êîòîðîãî P (x1) = y1, P (x2) = y2,. . . ,
P (xn) = yn.

1. Ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò öåëûé êîðåíü a. Äîêàçàòü, ÷òî åãî
ñâîáîäíûé ÷ëåí äåëèòñÿ íà a.
2. Ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò äâà öåëûõ êîðíÿ a è b. Äîêàçàòü, ÷òî

åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí äåëèòñÿ íà ab.
3. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ êîòîðîãî P (7) = 5, à

P (11) = 7?
4. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñòàðøèé êîýôôèöèåíò êîòîðîãî

ðàâåí 1, íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ, íî íå öåëûõ êîðíåé.
5. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòíûé êîðåíü èç öåëîãî ÷èñëà ëèáî öåëûé, ëèáî èððàöèîíàëüíûé.
6. Òîò æå âîïðîñ äëÿ êîðíÿ ïðîèçâîëüíîé öåëîé ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè.
7. Ðåøèòü óðàâíåíèå x3 + 6x2 + 11x + 6 = 0.
8. Íåñîêðàòèìàÿ äðîáü α = p/q ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòü, ÷òî p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì åãî ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, à q � äåëèòåëåì ñòàðøåãî
êîýôôèöèåíòà.

(Ïðîäîëæåíèå) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
P (x) = (qx− p)R(x), ãäå R(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.



9. Óêàçàòü ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûé èìååò êîðåíü
√

2 +
√

3.
10.Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî

√
2 +

√
3 èððàöèîíàëüíî.

11. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî
√

2 + 3
√

2 èððàöèîíàëüíî.
12. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ÷èñëî 2 +

√
3 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà P (x) ñ öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè, òî ÷èñëî 2 − √3 òàêæå ÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì, è ìíîãî÷ëåí P (x) äåëèòñÿ áåç
îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí x2 − 4x + 1.
13. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ÷èñëî 3

√
2 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî

ýòîò ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí x3 − 2.
14. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ öåëûõ x. Ìîæíî ëè

óòâåðæäàòü, ÷òî îí èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû?
15.Ïðè êàêèõ a, b è c êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí ax2 + bx + c ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ

öåëûõ x?
16.Äàíî öåëîå k ≥ 0. Óêàçàòü ìíîãî÷ëåí P (x) íàèìåíüøåé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî P (1) =

P (2) = . . . = P (k − 1) = 0, à P (k) = 1.
17.Êàê ñâÿçàí ýòîò ìíîãî÷ëåí (áóäåì îáîçíà÷àòü åãî Pk(x)) ñ áèíîìèàëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè?
18.Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí Pk(x) ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ âî âñåõ öåëûõ òî÷êàõ.
19.Ïóñòü Q(x) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ âî âñåõ öåëûõ

òî÷êàõ. Äîêàçàòü, ÷òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå c0 + c1P1(x) + . . . + ckPk(x) ïðè íåêîòîðîì
k è íåêîòîðûõ öåëûõ c1, . . . , ck.


